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Анотація. Постановка проблеми. На стадії проектування деталей машин та інженерних споруд
обов’язково перевіряються умови міцності, жорсткості та стійкості. Виконання умови стійкості гарантує стан
рівноваги елементів машин та систем. Проблема стійкості круглих тіл, які спираються на інші опуклі тіла, є
досить актуальною в розділах механіки деформованого тіла. В існуючих наукових працях, присвячених такій
проблемі, не враховується деформація тіл у місці контакту, а отже, не береться до уваги опір кочення між
тілами. Урахування впливу опору кочення при дослідженні рівноважного стану тіл дає можливість більш
точного визначення граничного положення їх рівноваги. Мета. Вдосконалити та узагальнити методику
розрахунку стійкості кулі (циліндру) на опуклих поверхнях, використовуючи результати аналізу впливу фізико-
механічних характеристик матеріалів та геометричних розмірів тіл, що контактують, на граничне положення їх
рівноваги. Висновок. Проведені дослідження показали, що врахування реальних геометричних параметрів та
фізико-механічних характеристик матеріалів при розгляді рівноважного стану кулі або циліндра на опуклих
поверхнях збільшує кут рівноваги, причому максимальна величина кута при одних і тих же радіусах, схемах
дотику “куля–куля”, “куля–циліндр”, “циліндр–циліндр” однакова. Приведені графіки залежності
максимального кута відхилення кулі з урахуванням її стійкості від радіуса центра ваги кулі або циліндру.

Ключові слова: куля, стійкість, деформація, кут рівноваги, тертя кочення.
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Аннотация. Постановка проблемы. На стадии проектирования деталей машин и инженерных
сооружений обязательно проверяются условия прочности, жесткости и устойчивости. Выполнение условия
устойчивости гарантирует состояние равновесия элементов машин и систем. Проблема устойчивости круглых
тел, которые опираются на другие выпуклые тела, является достаточно актуальной в разделах механики
деформированного тела. В существующих научных трудах, посвященных такой проблеме, не учитывается
деформация тел в месте контакта, а следовательно, не берется во внимание сопротивление качения между
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телами. Учет влияния сопротивления качения при исследовании равновесного состояния тел дает возможность
более точного определения предельного положения их равновесия. Цель. Усовершенствовать и обобщить
методику расчета устойчивости шара (цилиндра) на выпуклых поверхностях, используя результаты анализа
влияния физико-механических характеристик материалов и геометрических размеров тел, которые
контактируют, на предельное положение их равновесия. Вывод. Проведенные исследования показали, что учет
реальных геометрических параметров и физико-механических характеристик материалов при рассмотрении
равновесного состояния шара или цилиндра на выпуклых поверхностях увеличивает угол равновесия, причем
максимальная величина угла при одних и тех же радиусах и схемах касания шар–шар, шар–цилиндр, цилиндр–
цилиндр одинаковая. Приведенные графики зависимости максимального угла отклонения шара с учетом его
устойчивости от радиуса центра массы шара или цилиндра.

Ключевые слова: шар, устойчивость, деформация, угол равновесия, трение качения.
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Annotation.Statement of the problem. At the design stage of machine parts and engineering structures necessarily
validated terms of strength, stiffness and stability. The execution conditions for the stability guarantees a state of
equilibrium of machine elements and systems. The problem of stability of circular bodies, which rely on other convex
body is quite topical in the areas of mechanics of the deformed body. In existing scientific works devoted to this
problem, is not taken into account deformation of the bodies in contact, and consequently, not taken into account the
rolling resistance between the bodies. Taking into account the influence of the rolling resistance in the study of
equilibrium of bodies enables more accurate determination of the limiting position of equilibrium. Purpose.To improve
and generalize the method of calculation of stability ball (cylinder) on convex surfaces, using the results of the analysis
of the influence of physico-mechanical characteristics of the material and geometry of the bodies which are in contact,
to limit their equilibrium position. Conclusion. Studies have shown that taking into account the real geometrical
parameters and physical-mechanical characteristics of materials when considering the equilibrium state of a ball or
cylinder on convex surfaces increases the angle of equilibrium, and the maximum value of the angle at the same radii
and diagrams touch the ball–ball, ball–cylinder, cylinder–cylinder is the same. The dependences of the maximum
deflection angle of the ball with its stability on the radius of the center of mass of the ball or cylinder.

Key words: ball, stability, deformation, corner of equilibrium, rolling resistance.

Постановка проблеми. На стадії проек-
тування деталей машин та інженерних спо-
руд обов’язково перевіряються умови міц-
ності, жорсткості та стійкості. Виконання
умови стійкості гарантує стан рівноваги
елементів машин та систем. Проблема стій-
кості круглих тіл, які спираються на інші
опуклі тіла, є досить актуальною в розділах
механіки деформованого тіла.

В існуючих наукових працях
[2; 4; 5; 7; 8; 10–13], присвячених такій про-

блемі, не враховується деформація тіл у мі-
сці контакту, а отже, не береться до уваги
опір кочення між тілами. Урахування впли-
ву опору кочення при дослідженні рівнова-
жного стану тіл дає можливість більш точ-
ного визначення граничного положення їх
рівноваги.

Положення кулі, яка знаходиться на ін-
шій кулі, вважається нестійким, оскільки
після відхилення меншої кулі від стану рів-
новаги вона почне віддалятися від стійкого
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середнього положення (рис. 1). При цьому
припускається, що центр ваги меншої кулі
співпадає з її геометричним центром.

Цей приклад наводиться перед розгля-
дом стійкості деформованих систем [3], а
нестійкість їх можлива тільки у випадку на-
явності сили, яка б перевищувала критичну
величину, тому такий приклад на ідеальних
кулях не є зовсім коректним. Більш точним
буде приклад стійкості таких куль зі зміще-
ним центром ваги. Така задача класична
(ефект «Івана-покивана»), але дещо некоре-
ктна тим, що не враховуються деформації в
місці контакту, а отже, опір кочення однієї
кулі по іншій.

Для іграшок це припустимо, оскільки
контактні напруження в них завідома нижчі
допустимих, але ж для реальних складних
конструктивних елементів (об’єктів) вели-
чина напружень може бути значною, або
досягати допустимих значень.

Мета статті. Завдання дослідження по-
лягає в аналізі впливу механічних характе-
ристик матеріалів на граничне положення
рівноваги кулі або циліндра на опуклих по-
верхнях.

Виклад матеріалу. Розв’язання задачі
про стійке положення меншої кулі на іншій
кулі, якщо не враховувати опір коченню ку-
лі по кулі, зводиться до знаходження такого
положення центра ваги, коли відстань ОС =
О1С1 = rС буде більша відстані OB = rB. Пе-
рша (ОС) дорівнює відстані від геометрич-
ного центру кулі до центру ваги, а друга
(О1С1) – від центру ваги до вертикалі, про-
веденої з точки контакту А.

У реальному випадку реакція буде при-
кладена дещо правіше точки А і це відхи-
лення може бути знайдене через величину
коефіцієнта тертя-кочення k.

Якщо розглянути трикутник OAB, то
можна довести, що

sin β sin π α β sin α βsin α 1 ⁄ ,
або 	 	 . (1)

Рис. 1. Схема до визначення стійкої рівноваги

Оскільки дуги AD і AA1 рівні, тоβ 	α . (2)
Складаємо суму моментів сил відносно

точки А: δ β 	0. (3)
Приймаючи до уваги, що значення кутів

і досить малі, можна записати:sinβ β, sin α 1 α 1 .
Величину знайдемо з трикутників

OBB’ та OOC’δ α β . (4)
Формулу (3) запишемо у вигляді:α β β 0. (5)

Рівняння (5) можливе, коли β ∞, що
тривіально, або α β . (6)

Стійким буде положення, коли величина
k перевершить праву частину рівняння, тоб-
то: . (6а)

а при рівності (6) положення меншої ку-
лі буде вільним.

У випадку, коли 0, виконується рі-
вність

,
а положення кулі буде стійким при
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> .
Знайдемо залежність між кутом та ве-

личиною , при якій положення малої кулі
буде стійким на кулі, циліндрі; крім того ро-
зглянемо цей же приклад для двох циліндрів
довжиною B і з такими ж радіусами та R.

Для встановлення аналітичних залежно-
стей між та , як видно з (6) та (6а) необ-
хідно мати і дані щодо коефіцієнта тертя-
кочення. Така залежність знайдена у працях
[1] і [14]. Вона встановлює зв'язок між ста-
тичною півшириною плями контакту і кое-
фіцієнтом k.

Згідно з працею [1] коефіцієнт тертя ко-
чення визначається такими рівностями:

 при початковому точковому контакту:= 0.16 . ; (7)
 при початковому лінійному контакті:= 0,225 . . (8)
У випадку однакових модулів пружності

при вдавлюванні та при величині модуля
пружності, рівній 0,3, півширини плям кон-
такту [5; 9] визначаються залежностями:

 при двох кулях:

кк = . ; (9)

 при кулі та циліндрі

кц = . , (9a)

де – коефіцієнт, який залежить від
відношення коефіцієнтів еліпса дотику= ((1 ⁄ + 1 ⁄ )) ⁄ ;
 двох циліндрів:

цц = . . (9b)

Відповідні цим величинам значення ко-
ефіцієнтів тертя кочення:

кк = 0.09 . ; (10)

кц = 0.11 . ; (10a)

цц = 0.34 . . (10b)

Розрахунок за формулами (10)–(10b) до-
водить, що величину експоненти можна не

враховувати до величини : у першому ви-
падку ≈ 250 мм, а у другому -≈ 50мм.

Якщо контактні напруження рівні допу-
стимим і знехтувати величиною експоненти,
то формули для визначення коефіцієнта тер-
тя кочення набувають вигляд:

кк = 0,06 ; (11)

кц = 0,06 , (11а)

де – коефіцієнт, який залежить від
тих же величин, що і ;

кк = 0.14 σ.
Згідно з формулою (6а), для стійкого

положення меншої кулі (циліндра) необхід-
но, щоб кут був не більшим правої части-
ни виразу: β ≤ . (12)

Приймемо = 25мм; 	 = 50мм; = 2.1 ∗10 МПа; 	 = 10	мм	; = 1050МПа при лі-
нійному і = 1420МПа при точковому кон-
тактах (при цих розмірах = 0.89;	 =0.99). Величини максимальних сил, виходя-
чи з цих допустимих напружень складаютькк = 308;	 кц = 450;	 цц = 5000	Н.

Рис. 2. Залежність максимального кута відхилення
кулі (циліндра), до якого положення буде стійким, від

радіуса центра ваги:
1, 2, 3 – відповідно для контактів циліндр–циліндр, ку-

ля–циліндр, куля–куля.
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Залежність між і βдля трьох схем до-
тику показана на рис. 2. Зазначимо, що ве-
личині = 8,33	мм відповідає величина ку-
та β при коефіцієнті тертя кочення k=0.

Висновок. Результати проведеного дос-
лідження дозволяють зробити наступні ви-
сновки:

– врахування реальних геометричних
параметрів та механічних характеристик ма-
теріалів при розгляді рівноважного стану
кулі або циліндра на опуклих поверхнях збі-

льшує кут рівноваги; максимальна величина
кута при одних і тих радіусах і схемах доти-
ку “куля–куля”, “куля–циліндр”, “циліндр–
циліндр” однакова;

– класичний приклад характерів рівно-
ваги з кулею (опір коченню не враховуєть-
ся), який описується в існуючій літерату-
рі,необхідно доповнити виразом «при не-
скінченних модулях пружності матеріалів
кулі та поверхні».
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