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Аннотация. В работе рассматривается задача оптимизации структуры систем резервирования элементов. 
Такие задачи возникают при проектировании сложных систем. Для повышения надежности функционирования 
таких систем ее элементы дублируются. Это увеличивает стоимость системы и повышает ее надежность. При 
оптимизации таких систем максимизируется вероятность безотказной работы всей системы при ограничении на 
ее стоимость либо минимизируется стоимость при заданной вероятности безотказной работы. Математическая 
модель задачи резервирования является дискретной многоэкстремальной. Для поиска глобального экстремума в 
настоящее время используются методы множителей Лагранжа, покоординатного спуска, динамического 
программирования, случайного поиска. Эти методы гарантируют получение только локальных решений и 
используются в задачах резервирования малой размерности. В работе для решения задач резервирования 
используется новый метод точной квадратичной регуляризации. Этот метод позволяет преобразовать исходную 
дискретную многоэкстремальную задачу к максимизации нормы вектора на выпуклом множестве. Это 
означает, что все многообразие задач резервирование приводится к задаче максимизации нормы вектора на 
выпуклом множестве. Для решения преобразованной задачи используется прямо-двойственный метод 
внутренней точки. В настоящее время, это лучший метод для локальной оптимизации нелинейных задач. 
Преобразованная задача содержит новую вспомогательную переменную, которая определяется методом 
дихотомии. Были проведены многочисленные сравнительные численные эксперименты в задачах 
резервирования с числом подсистем до ста. Эти эксперименты подтверждают эффективность метода точной 
квадратичной регуляризации для решения задач резервирования. 

Ключевые слова: системы резервирования, оптимизация, многоэкстремальные задачи, метод точной квадратичной 
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Анотація. У роботі розглядається задача оптимізації структури систем резервування елементів. Такі 
задачі виникають при проектуванні складних систем. Для підвищення надійності функціонування таких систем 
її елементи дублюються. Це збільшує вартість системи і підвищує її надійність. При оптимізації таких систем 
максимізується ймовірність безвідмовної роботи всієї системи при обмеженні на її вартість або мінімізується 
вартість при заданій ймовірності безвідмовної роботи. Математична модель задачі резервування є дискретною 
та багатоекстремальною. Для пошуку глобального екстремуму в даний час використовуються методи 
множників Лагранжа, покоординатного спуску, динамічного програмування, випадкового пошуку. Ці методи 
гарантують отримання тільки локальних розв’язків і використовуються в задачах резервування малої 
розмірності. У роботі для вирішення завдань резервування використовується новий метод точної квадратичної 
регуляризації. Цей метод дозволяє перетворити вихідну дискретну багатоекстремальну задачу до максимізації 
норми вектора на опуклій множині. Це означає, що все різноманіття завдань резервування приводиться до 
задачі максимізації норми вектора на опуклій множині. Для вирішення перетвореної завдачі використовується 
прямо-двоїстий метод внутрішньої точки. В даний час, це кращий метод для локальної оптимізації нелінійних 
задач. Перетворена задача містить нову допоміжну змінну, яка визначається методом дихотомії. Були проведені 
численні порівняльні чисельні експерименти в задачах резервування з числом підсистем до ста. Ці 
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експерименти підтверджують ефективність методу точної квадратичної регуляризації для розв’язання задач 
резервування. 
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Summary. The problem of optimization of the structure of systems redundancy elements. Such problems arise in 
the design of complex systems. To improve the reliability of operation of such systems of its elements are duplicated. 
This increases system cost and improves its reliability. When optimizing these systems is maximized probability of 
failure of the entire system while limiting its cost or the cost is minimized for a given probability of failure-free 
operation. A mathematical model of the problem is a discrete backup multiextremal. To search for the global extremum 
of currently used methods of Lagrange multipliers, coordinate descent, dynamic programming, random search. These 
methods guarantee a just and local solutions are used in the backup tasks of small dimension. In the work for solving 
redundancy uses a new method for accurate quadratic regularization. This method allows you to convert the original 
discrete problem to the maximization of multi vector norm on a convex set. This means that the diversity of the tasks 
given to the problem of redundancy maximize vector norm on a convex set. To solve the problem, a reformed straight-
dual interior point methods. Currently, it is the best method for local optimization of nonlinear problems. Transformed 
the task includes a new auxiliary variable, which is determined by dichotomy. There have been numerous comparative 
numerical experiments in problems with the number of redundant subsystems to one hundred. These experiments 
confirm the effectiveness of the method of precise quadratic regularization for solving problems of redundancy. 

Key words: backup system, optimization, multiextremal problems, the exact method of quadratic regularization 

Постановка проблемы. Проблема на-
дежности становится все более острой в свя-
зи с проектированием сложной техники, ва-
жностью задач, выполняемых ею, 
повышением требований к безопасности и 
срокам эксплуатации. Использование ЭВМ 
для хранения и обработки статистических 
данных, проведения расчетов показателей 
надежности, прогнозирования состояния те-
хнических систем, хранения и выдачи ин-
формации позволяет свести к минимуму за-
траты времени, ресурсов и средств на ис-
следование надежности в процессе создания 
нового изделия [1]. Проблеме надежности 
посвящено большое число книг, в том числе 
много учебных пособий [2-3]. 

Одним из наиболее эффективных мето-
дов повышения надежности систем является 
структурное (или аппаратное) резервирова-
ние систем. Суть такого резервирования за-
ключается в том, что в минимально необхо-
димый вариант технической системы, 
элементы которой называются основными, 
вводятся дополнительные элементы, кото-

рые заменяют основные элементы при их 
поломке. Чем больше вспомогательных эле-
ментов, тем выше надежность системы. При 
проектировании систем, вводят ограничения 
на их стоимость, максимизируя при этом ве-
роятность безотказной работы системы. В 
других случаях, минимизируют стоимость 
системы при заданной вероятности безот-
казной работы. Существует большое число 
вариантов соединений элементов системы, 
что усложняет расчет надежности таких 
систем. Различают последовательное, па-
раллельно-последовательное и мостовое со-
единение элементов. Резервирование может 
быть поэлементное или скользящее, когда 
резервные элементы устанавливаются для 
группы основных элементов. Чаще всего ре-
зерв бывает нагруженным либо ненагру-
женным [4].  

При решении задачи оптимального ре-
зервирования определяют количество вспо-
могательных элементов системы. Такая за-
дача сводится к нелинейной оптимизации. 
Структура целевой функции или ограниче-
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ний задачи оптимального резервирования 
является достаточно сложной, что приводит 
к многоэкстремальным задачам [5]. Кроме 
того, переменными данной задачи являются 
целые числа, что делает ее дискретной. Не-
смотря на значительные усилия, до настоя-
щего времени не разработаны эффективные 
методы решения этого класса задач. При 
решении простых задач оптимального ре-
зервирования систем используется метод 
множителей Лагранжа, метод покоординат-
ного спуска, динамическое программирова-
ние, случайный поиск [6-11]. Однако эти 
методы часто приводят в точку локального 
минимума, которая может быть далекой от 
лучшего решения. Поэтому большинство 
исследований по оптимальному резервиро-
ванию ограничивается системами с неболь-
шим числом элементов и простой структу-
рой системы резервирования. 

Целью данной работы является исполь-
зование нового метода точной квадратичной 
регуляризации для решения многоэкстре-
мальных задач систем резервирования. Этот 
метод показал свою эффективность при ре-
шении многих тестовых задач и применим 
для решения многоэкстремальных задач 
большой размерности. 

Постановка задачи. Пусть R(x) – веро-
ятность безотказной работы системы, где x – 
целочисленный вектор, компонентами кото-
рого являются количества резервных эле-
ментов для каждого основного элемента 
системы. Известна также функция стоимо-
сти C(x) всех элементов системы. Тогда 
возможно постановка несколько вариантов 
задач оптимального резервирования. В зада-
че 

},1,)(|)(max{ 0 NxxCxCxR  ,            (1) 

 

максимизируется вероятность безотказной 
работы системы при ограничении на ее 
стоимость, где  N – множество натуральных 
чисел. Обратной к задаче (1) является сле-
дующая 

 

},1,)(|)(min{ 0 NxxRxRxC                (2) 

 

в которой минимизируется стоимость сис-
темы при заданной вероятности безотказной 
работы. Часто сложная система разбивается 

на подсистемы и для каждой подсистемы 
задача (1) либо (2) имеют свои ограничения 
данного вида. 

Таким образом, для решения задачи оп-
тимального резервирования элементов сис-
темы необходимо определить функции R(x) 
и C(x). Функцию стоимости системы C(x) 
чаще всего выбирают линейной. Определе-
ние функции R(x) покажем на примере сис-
темы резервирования (рис. 1). 

для 1-го и 3-го участков  
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и для 5-го участка  
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Функции Ri(xi), которые содержат пере-
менную в знаке суммирования могут быть 
преобразованы. Выражение 


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может быть записано в виде 
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где mx  – максимально возможное чис-
ло резервных элементов подсистемы. Это 
преобразование рекомендуется использо-
вать, если число скользящих резервов в сис-
теме больше одного. 

Зная вероятности безотказной работы 
каждой подсистемы легко определяем веро-

Рис. 1. Структурная схема системы 
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ятности безотказной работы всей системы 
по формуле 





n

i
ii xRxR

1

)()( , 

 

где n – число основных элементов сис-
темы. 

Метод точной квадратичной регуля-
ризации (EQR) [10]. Этим методом задача 
(1) преобразуется к виду: 

 

,)(,||||)1()(|||max{|| 0
22 CxCdzrsxRz 

},1 Nxx  ,                       (3) 

 

где ),( 1 nxxz . Задача (3) содержит но-
вую переменную d и два параметра s, r. Эта 
задача дискретная, поэтому преобразуем ее 
к непрерывной, заменяя условие Nx но-
вым ограничением 
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В задаче (4) необходимо найти мини-
мальное значение d, для которого выполня-
ется условие 
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Это значение d легко найти методом ди-
хотомии, изменяя значение d с определен-
ным шагом и решая для каждого фиксиро-
ванного значения d задачу (4) прямо-
двойственным методом внутренней точки 
[11].  При изменении d левая часть выраже-

ния (5) будет монотонно возрастать до дос-
тижения равенства (5). 

Суть преобразования метода EQR в том, 
что при соответствующем выборе параметра 
r > 0 допустимое множество задачи (4) ста-
новится выпуклым, что упрощает ее реше-
ние. Параметр s определяем из неравенства 

)(|||| *2* xRxs  , 

 

где x* - решение задачи (1). Значение s 
может корректироваться по ходу вычисле-
ний. 

В работе [10] показано, что смещение 
допустимого множества задачи (4) в поло-
жительный ортант упрощает решение этой 
задачи. Такое смещение образуется простой 
заменой вектора z на вектор z + h, где h – ве-
личина смещения.  

Проведены значительные эксперименты 
с числом основных элементов системы до 
100. Эти эксперименты показали лучшие 
решения по сравнению с существующими 
методами решения задач оптимального ре-
зервирования. 

Выводы. В данной работе для класса 
задач оптимального резервирования элемен-
тов систем использован новый метод точной 
квадратичной регуляризации. Этот метод 
может быть использован для решения слож-
ных задач резервирования большой размер-
ности. Сравнительные численные экспери-
менты показали его преимущество над 
существующими методами решения задач 
оптимального резервирования. 
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